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含有非马尔可夫过程的排队 Petri网模型和性能分析
林　闯 ,郑　波

(清华大学计算机科学与技术系 ,北京 100084)

　　摘　要 :　本文提出了一种新的高级性能模型技术 ,称作 NM2QPN (含有非马尔可夫过程的排队 Petri 网 ,Queuing

Petri Net including Non2Markovian processes) ,它综合了排队网 ,随机 Petri网以及模拟求解各自的特点. NM2QPN以模拟模

型为总体框架 ,发挥排队网和随机 Petri网各自的优势对系统进行建模.提出了一套完整的 NM2QPN模型求解方案 ,通

过流等价方法将模型中的马尔可夫过程进行化简 ,这样可以大大减少模型的状态 ,最后再用模拟求解方法求解剩下的

非马尔可夫过程.
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A Model of Queuing Petri Net Including Non2Markovian Proce ss
and Performance Analysis
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Abstract :　The technique of Stochastic Petri Nets(SPN) was wildly used in the field of performance evaluation in the past 20

years. But the SPN model is still in face of the problem of explosion of the state space. And if in stochastic modeling the idealized as2
sumption of exponential distribution is removed ,the resulting stochastic process is non2Markovian. In this paper ,we present Queuing

Petri Net including Non2Markovian processes (NM2QPN) ,a novel high level modeling technique ,which is based on the former re2
search. This modeling technique integrates the characteristics of Queuing Nets ,Stochastic Petri Nets and simulation solving. A complete

solving scheme of NM2QPN was presented. The algorithm of Flow Equivalent is used to analyze and simplify the Markovian processes

parts in the model so that the state space will be greatly reduced ,and then simulation technique to solve the remaining non2Markovian

processes was used.
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1　引言
　　近二十年来 ,SPN的理论、分析技术和应用已经得到了很

大的发展 ,SPN作为研究离散事件动态系统的有力工具被广

泛应用在性能评价 [1 ]计算机网络[2 ]等方面.但是仍然有三个

问题在困扰着它.其一是状态空间爆炸问题 ,即随着系统模型

复杂性的增加 ,状态空间呈指数增长 ;其二是随机模型的局限

性 ,SPN中“善意”的假定各种服务的速率服从负指数分布 ,而

现实中常常会遇到不服从负指数分布的情况 ;最后一个问题

是建模难度的问题 ,并不是所有的系统或者系统的所有部分

用 SPN来建模都很方便.

从上面的分析不难想到 ,既然模型的分析求解和模拟求

解各有优缺点 ,再加上排队网络对某些系统建模的方便性 ,我

们何不把这三者结合到一起 ,取长补短发挥各自的优点.可以

这样考虑 ,首先 ,对于要模型的系统中那些便于用排队网进行

建模的部分 ,特别是有乘积形式解 [3 ,4 ] (product2form solution)的

部分我们利用排队网络来模型 ,这样做的好处是 :建模和求解

相对简单 ,在有乘积形式解的情况下更是有利于解决状态空

间爆炸的问题.然后 ,把系统中那些服从 (或近似服从)指数分

布的部分用广义随机 Petri 网 [5 ] ( GSPN)进行建模.最后 ,剩下

的那些非马尔可夫过程的部分用含有一般分布的 Petri 网来

建模.

Matthias Becker和 Helena Szczerbicka曾经对排队网和随机

Petri网的结合做出过不少贡献 ,提出了一种称作 PNiQ[6 ] (Petri

Nets including Queuing Networks)的模型 ,在他们工作的基础上

我们提出了 NM2QPN (含有非马尔可夫过程的排队 Petri 网 ,

Queuing Petri Net include Non2Markovian processes)模型 ,对前面

所提到的三者进行了有机结合 ,并提供了一套完整的自底向

上的近似求解方法.
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　　在过去的研究中 ,当一个系统不能用排队网络来模型时 ,

通常采用连续时间马尔可夫链 (CTMC)直接求解或者是和

GSPN相结合的办法 ,这也可以算是一种将排队网和 GSPN相

结合的例子.同样 ,当一个系统含有非马尔可夫过程时也有不

少结合 Petri网的分析和模拟用以解决某些特定的模型问题

的例子[7 ] .然而 ,并没有一个通用的结合这三者的组合网络的

定义 ,也没有一个可以更容易和更正确的建模和近似求解的

方法可以模型其他问题.此外 ,Petri网和排队网的图形化的描

述的优越性也没有得到充分的开发和利用.

2　NM2QPN组合模型

　　在这里我们假定读者具有随机 Petri网、排队网络和系统

性能评价的基本知识.对此不熟悉的读者可以参阅文献 [ 3 ,

5 ] .

我们提出 NM2QPN模型的概念的目的主要有两点 ,一是

提供一个形式化的结合排队网、GSPN和模拟的组合模型 ;二

是继承和发展 Petri网和排队网络图形化的优点.为此我们引

入了第三类结点 ,并对 GSPN原有的变迁类型作了扩充 (即

ESPN, Extended Stochastic Petri Net ,扩展随机 Petri 网 ,允许

GSPN中存在一般分布的变迁) .第三类结点是由一定数量队

列组成的单输入多输出排队网络.来自 ESPN的标记可以通

过第三类结点中的唯一的输入队列进入到排队网中.在某一

排队网中的标记可以在本网中从一个队列移动到另一个队

列 ,也可以从输出队列移动到 ESPN中的某一位置或者是其

他排队网的输入队列中去.禁止弧可以是整个排队网的输入

或输出弧.变迁的类型除了服从指数分布的时间变迁和瞬时

变迁之外 ,增加了一种非指数分布的变迁. 我们参考了

Matthias Becker和 Helena Szczerbicka提出的模型[6 ] ,并对其进

行了扩充.下面给出 NM2QPN的形式化定义.

定义 1　NM2QPN是一个 9元组 ( P , T , S , I , O , H , W , ∏,

m0) ,其中

Ó P是位置的集合.

Ó T是变迁的集合 , T = TE∪TI ∪TG.
■　TE是服从指数分布的时间变迁的集合
■　TI是瞬时变迁的集合
■　TG是不服从指数分布的时间变迁的集合

TE∩TG = ª, TE∩TI = ª, TG∩TI = ª.

ÓS 是单一类型排队网的集合.

每一个排队网 qni ∈S包含
■　一个队列的集合 Qi = { qi. 0 , qi . 1 , ⋯, qi . k} , qi . 0为输入

队列 , ki + 1是排队网 qni队列的个数
■　Q0 : = { qi. 0| i = 1 , ⋯, | s| }是所有输入队列的集合.
■　Q : = UiQi 是所有队列的集合.
■　pi ( x , y) ; qi . xqi . y ∈qni 是 qni 内部的选道概率 ,

　　pi ( x , p) ; qi . x ∈qni , p∈( P∪Q0)是一个任务经过队

列 qi. x服务之后离开 qni进入后继位置或者输入队列 p.

　　ri是标记可以离开排队网 qni的队列的数目 ,这些队

列就是前面提到的输出队列.

Ó I : T→bag ( P)是输入函数 (从位置到变迁的弧 , bag ( P)表

示集合 P的幂集) .

ÓO : T∪Q→bag ( P) ∪Q0是输出函数 (表示从变迁或队列到

位置或输入队列的弧) .

Ó H : T∪S →bag ( P∪S)是禁止函数 (从位置或者排队网到变

迁或者排队网的带有圆圈头的弧) .

ÓW : ( A ,λ,σ) .

ÓA : T→alphabet是变迁的类型 ,对时间变迁来说是它的分布

类型 ,对瞬时变迁定义 A = I.

Óλ: T→R定义了在时间变迁情况下平均实施速率以及在瞬

时变迁情况下的权重.

Óσ: T→R定义了时间变迁的概率分布的方差对于瞬时变迁

令σ( I) = 0.

Ó在不引起歧义的情况下 , TE∪TI对应的W可以简化为只用

λ来表示.

Ó∏: T∪Q→N是优先级函数.时间变迁和队列的优先级是

0 ,瞬时变迁的优先级大于 0.

Ó m0 : P∪S →N是初始标记 (initial marking) .排队网的初始标

记定义为初始条件下排队网中所有标记的数目.

从输出函数的定义可知 ,来自变迁或队列的标记只能一

个接一个地从仅有的一个队列 (输入队列)进入排队网.经一

个排队网服务的标记只能根据选道概率由输出队列中的一个

输出 ,即队列不能复制标记 (变迁可以服务一个标记送出多个

标记) .而且它遵循从队列到位置的弧有两个标签的原则 ,一

个标签是弧的容量 ,另一个是选道概率 ( Routing Probability) .

如果弧的容量超过一个 ,那么对于每一个离开队列到位置的

标记就应该有和弧的容量一样多的标记被放进目标位置.

禁止函数的语义上的解释是 :如果一条从排队网到变迁

的禁止弧存在 ,那么变迁只能在排队网总标记数严格小于禁

止弧的容量的条件下才能实施.如果一个排队网被一条禁止

弧所禁止 ,那么排队网中没有标记能够移动 ,排队网中的任何

活动都被禁止.排队网中各个队列之间标记的初始分布与

NM2QPN的行为是无关的.可以看出第三类节点 S ,即排队网

具有很大的灵活性 ,在有禁止弧从它发出或者指向它的时候

排队网被看作一个整体 ,对于普通的弧则由输入和输出队列

来处理.

根据 NM2QPN的定义 ,某些弧是不允许存在的 ,例如 ,从

位置到队列的弧 ,从队列到变迁的弧 ,以及从单个队列发出的

或者指向单个队列的禁止弧都是不允许的.

3　模型的化简和分析

　　在这一节中我们主要介绍利用 Petri 网和排队网络的知

识和技术对 NM2QPN进行结构化的分析和化简方法.

311　排队网的化简和分析

利用流等价思想对排队网进行化简 , Matthias Becker 和

Helena Szczerbicka已经做了大量的工作 ,对此有兴趣的读者可

以查阅参考文献[6 ] ,在此不再赘述.通过对排队网的流等价

化简 ,我们把 NM2QPN : PN = ( P , T , S , I , O , H , W , ∏, m0)化

简为一个等价的 ESPN : PN′= ( P′, T′, I′, O′, H′, W′, ∏′,

m′0) .
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312　GSPN子网的化简和分析

经过上一步化简 ,我们得到了一个 ESPN ,也就是含有实

施速率是非指数分布的变迁.如果 ESPN中含有 GSPN子网那

我们还可以对其进行化简.当前已经有不少对 GSPN进行分

解 ,压缩和精化的方法和技术[8 ,9 ] ,化简的思想可以是流等

价[10 ] ,也可以利用基本的几种 Petri网自底向上对 GSPN子网

进行性能等效化简.我们主要就流等价化简作具体介绍.

由于随机 Petri网与排队论模型在求解上等价 ,我们不难

想到流等价方法也适用于 GSPN的等效化简.但是由于 GSPN

比排队模型具有更强的模型描述能力 ,因此我们要对它作一

些限制 ,使得它能够用流等价方法进行化简.基于这一点 ,非

形式化的对 GSPN的化简分析思想介绍如下 :如果 GSPN子网

具有和排队网相似的性质 ,即标记在子网内既不复制也不消

失 ,那么我们可以用同样的方法对其进行流等价化简.流等价

化简后的 GSPN子网 pn′相对于原有的 GSPN pn来说包含一

个输入位置 ip′和一个输出位置 op′,瞬时选道变迁 rtr , r = 1 ,

⋯, R ,以及一个流等价时间变迁 fet′.实施速率等于 pn的吞

吐量.要离开 pn的标记都聚集在 op中 ,它们可以通过瞬时选

道变迁 rtr离开输出位置 ,其中 rtr的权重根据访问比率和输

出队列 r的选道概率调整.输出队列的访问比率对不同标记

总数的同一排队网是相同的 ,因此选道变迁的权重是标记数

无关的.需要指出的是由流等价的子网代替只有在排队网有

乘积解的时候是精确的 ,在多数情况下 ,流等价之后的时间变

迁 fet的实施速率不再是指数分布 ,而是服从超指数分布 ,而

超指数分布是由若干个指数分布叠加得到的 ,其性质与指数

分布十分相似 ,因此将其近似看作指数分布不会对后面的模

拟造成太大的误差.

形式化的定义和分析方法介绍如下 :

如果在 ESPN PN′中存在这样的 GSPN子网 Nk = ( Pk , Tk ,

Ik , Ok) ,其中 Pi Α P′, Tk Α T′, Ik = I′∩( Pk ×Tk) , Ok = O′∩

( Tk ×Pk) .位置 p∈Pk 是一个输入 (输出)位置 ,当且仅当存

在 t∈·p( t ∈p·)且 t | Tk (·p是 p的前置集 , p·是 p的后置

集) .我们定义 Tinput
k = ( tip

k. 1 ⋯tip
k. m)为子网 Nk 的输入变迁集 ,

Toutput
k = ( top

k. 1 ⋯top
k. n ) 为子网 Nk 的输出变迁集. T′k = Tk ∪

Toutput
k ,定义完全子网 N′k = ( Pk , T′k , Pk ×T′k , T′k ×Pk) .

定义流定价网 FEN(Flow Equivalent Net)如下 : FEN = ( P ,

T , I , O)是一个 GSPN ,其中 P = { pip
k , pop

k } , T = { fetk} ∪{ top
k. 1 ⋯

top
k. m} , I = P×T , O = T×P.它满足 E{ time in N′k} = E{ time in

FEN} ,且

Prob ( N′k) { token leaves through top
k. l | entered at pip

k }

= Prob ( FEN) { token leaves through top
k. l | entered at pip

k }

图 1展示了单输入情况下 FEN 的结构. N′k 要能够进行

流等价化简还必须满足以下四个条件 (我们只作直观的描述 ,

形式化的描述可以参考参考文献[10 ]) :

(1)一个标记进入完全子网 N′k 后 ,最终将从子网的一个

输出变迁离开子网 ;

(2)在子网内部 ,标记既不会被复制也不会被吸收 ;

图 1　通常情况下的 FEN

　　(3) 每一个离开

子网的标记 ,我们都

可以知道它是从哪一

个输入位置进入子网

的 ;

(4) 输出变迁的

选道概率不受子网之

外的 marking影响.

FEN 的构造 : 根

据 FEN 的定义可知 ,

只要变迁 fetk 的实施速率和 top
k. 1 ⋯top

k. m的选道概率确定了 , FEN

也就随之确定了.由完全子网构造等效的 FEN关键在上述二

者的计算.下面就对流等价时间变迁 fetk 的实施速率λk ( i)

(注 :λk ( i)表示输入位置的标记数为 i 时 fetk 的实施速率)和

top
k. 1⋯top

k. m的选道概率 pk. 1 ⋯pk. m的计算方法作简单介绍.

在计算的时候我们仍然要将完全子网 N′k 变形为一个闭

环 (反馈)网 ,具体做法是将输出变迁 top
k. l直接连接到离开它

的标记源自的那个输入位置上 ,根据前面的四个条件对于每

个输出变迁都存在唯一的一个反馈输入位置.由于变迁 fetk

的实施速率是标记数相关的 ,为此我们还必须先计算出 FEN

的最大总标记数 maxpop k .计算方法简单介绍如下 :将 FEN替

代完全子网 N′k 得到一个新的 ESPN PN″,这个 ESPN PN″与我

们化简之后得到的 ESPN在拓扑上完全一致 ,只是变迁 fetk 的

实施速率和 top
k. 1⋯top

k. m的选道概率还没有赋值 ,但是整个 ESPN

的 P2不变量已经确定了 , FEN的最大总标记数可以通过包含

变迁 feti的 P2不变量计算 :

maxpop k = min{ k| fetk ∈P2不变量 ,而且该 P2不变量 k2有界}

(1)

现在我们就可以利用反馈完全子网来计算变迁 fetk 的实

施速率和 top
k. 1⋯top

k. m的选道概率 ,计算的公式如下 :

λk ( i) =λ′( fetk ,if # pip
k = i) , i = 1 , ⋯,maxpop i (2)

pk , l =
λ′( top

k. l) /λk ,

0 ,
　　

l = 1 , ⋯, n

otherwise
(3)

即 :FEN中变迁 fetk 是标记数相关的 ,实施速率等于其在不同

标记数下的实施速率 (或吞吐率) ; pk. 1 ⋯kk. m的选道概率 pk. 1

⋯pk , m是标记数无关的 ,它们的值是 top
k. l的吞吐率和 fetk 吞吐

率 (也就是总吞吐率)的比值.

至此 , FEN就已经完全确定了 ,用它替换 ESPN PN′中的

完全子网 N′k 就得到化简后的 ESPN PN′.

下面总结一下 ESPN流等价化简算法 :

(1)在 ESPN中找到 GSPN子网 ;

(2)检查该 GSPN子网是否满足前面的四个条件 ;

(3)把完全子网构成反馈网进行分析 ;

(4)构造等价的 FEN ,并根据公式 (1～3)计算变迁 ; fetk 的

实施速率和 top
k. 1⋯top

k. m的选道概率 ;

(5)用 FEN替代完全子网 N′k 得到化简后的 ESPN PN″.

我们仍然用一个例子来对 GSPN的等效化简做一个图

解 ,如图 2所示 .
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图 2　GSPN流等价化简算法图解

经过上面的两部化简 ,我们得到了一个相对原有系统模

型来说简单得多的 ESPN模型.显然 ,现在再利用模拟求解软

件对系统模型进行求解 ,模型的状态空间要比原有的模型的

状态空间小得多 ,状态空间爆炸的问题得到了解决.

313　非马尔可夫过程的分析及模拟

对非马尔可夫过程的分析求解虽然比较困难 ,但是国际

上仍然有不少学者在从事这方面的研究 ,近年来也涌现出不

少成果[11 ] ,提出了不少对某些特定的非马尔可夫过程的分析

方法.但是目前还没有一个对所有非马尔可夫过程都通用的

分析方法 ,因此在撰写本文的过程中 ,我们利用模拟软件对非

马尔可夫过程进行模拟.

4　例子

　　在这一节里 ,举一个实际的例子来进一步说明 NM2QPN

的特点.大家将会看到利用 NM2QPN进行建模是十分方便的 ,

求解也不复杂.

假设一个路由器中 ,分组的到达是速率为λ的泊松过

程 ,进入该路由器之后 ,分组先经过分类器被分为两类———高

优先级类和低优先级类 ,分类后的分组从不同的输出端输出

接受不同的服务 ;由于它们共享同一块内存区域 ,在某一时刻

只能有一个服务员对内存进行访问 ,而且高优先级的分组享

有抢占式的高优先级 ,因此只要有高优先级的分组在享受服

务 ,低优先级分组的服务就被禁止 ;经过不同的服务之后 ,两

种优先级的分组都进行分组头的处理 ,这一处理对每一个分

组所花费的时间都是定长的 ;最后 ,分组被发送出去.

图 3　一个路由器系统的NM2QPN模型

NM2QPN模型如图 3所示.其中 , P0 表示可用的 MAC缓

冲资源 ; P1表示可用的处理器资源 ; T0 模拟分组的到达 ,它

服从指数分布 ,到达率为λTO ; T4 表示对分组发送的处理 ,它

们也服从指数分布 ,处理速率为λT4 ; T3 代表对分组头的处

理 ,它的实施速率是一个定值 ,即 W ( T3) = ( D ,λT3 , 0) ;排队

网 S1描述的是分类操作 ; S2 描述的是高优先级分组得到的

服务 , S3描述的是低优先级分组得到的服务 ;它们之间的禁

止弧表示只有当 S2中没有分组接受服务时 S3才能得到资源

并对低优先级分组服务.

我们先对排队网进行等效化简 ,我们可以得到图 4中的

ESPN.

图 4　对排队网进行流等价化简之后的模型

接下来我们再对图 4中的 GSPN子网进行等效化简 ,化简

之后的模型如图 5所示.可以看到图 5中的模型已经十分简

单了 ,我们就可以很方便的用模拟求解工具对它进行模拟求

解.我们取队列的服务速率和变迁的实施速率为以下值 :λT0

=λQ0 =λQ1 =λQ2 =λQ4 =λQ5 =λQ7 =λQ8 = 110 ;λQ3 =λQ6 = 210 ;

λT3 =λT4 = 015.选道概率 PQ1 = 018 ; pQ2 = 012 ; PQ6 = PQ7 = 015.

计算结果如表 1.

图 5　对 GSPN子网进行等效化简之后的模型

表 1　计算结果及分析

状态数 系统总吞吐率 误差

原模型 (图 3) 234806 01443586

化简后的模型 (图 5) 255 01467265
5134 %

　　可见 ,经过两部化简模型的状态数大大的减少了 ,而化简

所造成的误差还是可以接受的.

5　结论

　　本文提出了一种新的模型技术———NM2QPN ,并讨论了对

NM2QPN的两个层次的化简以及求解方法. NM2QPN继承并发

展了 Petri网和排队网图形化模型的优点 ,能够方便的对复杂

模型建模 ;我们提出的化简以及求解技术可以使得模型的状
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态空间大大减少 ,而且这些化简方法在 GSPN以及排队网模

型中也是适用的.对模型的等效化简以及对非马尔可夫的过

程的研究这两个问题都是尚待探讨的问题 ,我们的研究也还

处在初步阶段 ,仍然有许多工作要做 ,对更广泛的模型进行等

效化简和对非马尔可夫过程的分析求解是笔者的下一步工作

方向.
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